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Let K be an absolute abelian number field and KO its maximal real subfield 
with respective class numbers h and ho and G the group of all algebraic Hecke 
charakters of K. By means of Gaussian sums a subgroup of G is constructed 
-whose index in G describes the relative class number h* = h/h, of K. This contains 
a generalization of a formula of Iwasawa for cyclotomic fields with prime power 
conductor. In a certain sense the formula obtained is an analogue of Leopoldt’s 
description of h, by circular units. 
0. EINLEITUNG 
Bei der Untersuchung der Relativklassengruppe eines fiber dem KGrper Q 
der rationalen Zahlen abelschen Zahlkiirpers K, das hei& derjenigen Ideal- 
klassen, deren Relativnorm beziiglich des griil3ten reellen Teilkijrpers & von 
K jeweils in die Hauptklasse von K,, fallt, bilden das Haupthilfsmittel die 
Kummer-Jacobischen Relationen: 
.Im rationalen Gruppenring Q[G] der Galois-Gruppe G von K sei 
e+;F f  x r (-x) K -l 
&,L 
( > (1) 
gesetzt, wobei (K/x) das Artin-Symbol und rf(z) den kleinsten positiven Rest 
von z modulo dem Ftihrerfvon K bezeichnen. Dann ist fur jedes 6 aus dem 
ganzzahligen Gruppenring Z[G] mit der Eigenschaft 
SO, E Z[G] (2) 
das Element SO, ein “Kapitulator” der Klassengruppe von K, das heiBt, fur 
jeden Divisor a von K ist asof ein Hauptdivisor. 
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Jene Kapitulatoren liefert nach Stickelberger [8] und Davenport, Hasse [l] 
die Primzerlegung der GauBschen Summen 
(3) 
fiir x = l,..., f’ - 1, wobei ‘$3 / p einen zu f teilerfremden Primdivisor des 
Kreiskijrpers Q(f) der f-ten Einheitswurzeln, (A/‘!@), das f-te Potenzrest- 
symbol, Sn die Absolutspur des Restklassenkorpers modulo ‘@ und 5, eine 
primitive p-te Einheitswurzel bezeichnen, und die Primzerlegung der aus 
diesen GauBschen Summen nach obiger Vorschrift zur Kapitulatoren- 
bildung kombinierten Heckeschen GrijBencharaktere 
X6(4 = T1,‘(4 (4) 
von K. Letztere sind nach Leopoldt [6] durch multiplikative Fortsetzung 
der T&J~) auf alle zufprimen Divisoren von Q(j) und die Einschr&rkung 
der so gegebenen Divisorfunktionen auf Divisoren von K gegeben. Unter 
geeigneten Voraussetzungen gelang es Iwasawa [4] und Leopoldt [6] die 
Struktur der p-Sylow-Gruppe der Relativklassengruppe via Kummer- 
Jacobi-Relationen zu beschreiben. Aber eine vollst5ndige Beschreibung der 
Relativklassengruppe steht noch aus. 
Einen weiteren Hinweis auf den engen Zusammenhang von GauDschen 
Summen und Relativklassengruppe gibt die analytische Relativklassen- 
zahlformel 
h* = Qw fl &@,.J; 
x 
(3 
das Produkt erstreckt sich iiber alle ungeraden Charaktere von K, und seine 
Faktoren sind im wesentlichen die Charakterwerte x(0,> der Exponenten 
zur Primzerlegung der GauBschen Summen To, jX(‘p). (Der Einheitenindex Q 
ist 1 oder 2. Die Wurzelzahl w  gibt die Anzahl der Einheitswurzeln von K an 
undf, den Fiihrer des ungeraden Charakters x.) 
Es sol1 nun in dieser Arbeit, wie Iwasawa [4] dies fur den Spezialfall eines 
Kreiskijrpers K = Go’*) mit ungeradem Primzahlpotenzftihrer pn vorgezeich- 
net hat, die Relativklassenzahl als Index zweier additiver Untergruppen des 
ganzzahligen Gruppenrings Z[G] und spHter im wesentlichen als der Index 
der nach (4) aus GauBschen Summen gebildeten GriiBencharaktere xs in der 
Gruppe aller GroDencharaktere vom Weilschen Typ A, dargestellt werden. 
Bei der Ubertragung auf beliebige imaginare abelsche Zahlkijrper treten 
aber zunZichst Schwierigkeiten von der Art auf, wie sie schon Hasse [2] bei 
der “ersten Umformungsart” zur Darstellung der Klassenzahl eines reellen 
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abelschen Zahlkorpers K als Kreiseinheitenindex vorfand: nur wenn der 
Zahlfaktor 
gfc = IJ rJ (1 - X(P)) (6) 
nicht verschwindet, ist die g,-fache Klassenzahl gleich dem Index der Kreis- 
einheitenbetrgge in der Gruppe aller Einheitenbetriige. Die analoge Rolle 
bei der Darstellung der Relativklassenzahl eines imaginlren abelschen 
Zahlkorpers K als Grogencharakterindex spielt bei uns der Zahlfaktor 
& = n n 0 - X(P)). 
Plf x(-l)=-1 
Von Leopoldt [5] haben wir gelernt, welche Kreiseinheitengruppe HK, 
genannt der formale Kreiseinheitenkern, bei allen reellen abelschen Zahl- 
kiirpern zu einer arithmetischen Darstellung der Klassenzahl fiihrt: 
Der Index des formalen Kreiseinheitenkerns in der vollen Einheitengruppe 
& ist das Qc-fache der Klassenzahl, d.h. 
Qc - h = (EK : HK), (8) 
wobei QG eine nicht verschwindende, nur von der Galois-Gruppe abhangige 
Konstante ist. 
Nach diesem Vorbild werden wir in etwa analog zum formalen Kreis- 
einheitenkern eine GriiBencharaktergruppe znK aus GauDschen Summen 
derart konstruieren, da13 der zugehijrige GrGSencharakterindex in jedem 
Fall die Relativklassenzahl beschreibt. Es gilt dann: 
dabei bezeichnet QQ eine Sihnlich wie QG gebildete, nicht verschwindende, nur 
van der Galois-Gruppe abhangige Konstante und 6,&l,) die Gruppe 
aller GrSIjencharaktere vom Typ A,, zum Erkllrungsmodul m fur hinreichend 
groDes m. 
Wie ich erst nachtraglich erfuhr, hat Gras [9] such eine Art “Verall- 
gemeinerung von Iwasawas Resultat” erreicht. Dabei werden die Ordnungen 
gewisser den ungeraden rationalen Charakteren 2 zugeordneter Unter- 
gruppen der Relativklassengruppe jeweils mittels eines Gruppenringindex’ 
im ganzzahligen Gruppenring der Galois-Gruppe des zu 2 gehbrigen zy- 
klischen Kijrpers Kf beschrieben. Jene Formeln sind den in 5.2. und 3. 
dieser Arbeit berechneten Indexformeln wohl verwandt aber zur Aufstellung 
einer die Iwasawasche Formel verallgemeinernden Indexformel, wie sie in 
Satz 4 und Satz 7 dieser Arbeit verwirklicht ist, ungeeignet. 
GRdSSENCHARAKTERE UND KLASSENZAHL 131 
1. ABSGLUT-ABELSCHE ZAHLK~RPER 
Da wir im folgenden fast ausschlief3lich mit (absolut-)abelschen Zahl- 
kiirpern-den Zusatz “absolut” lassen wir meist weg-zu tun haben, sollen 
vorweg einige spezielle klassenkorpertheoretische Eigenschaften solcher 
KSrper zusammengestellt und die zugehorigen Bezeichnungen eingeftihrt 
werden . 
Es sei K ein abelscher Zahlkijrper vom Grad g tiber dem KSrper Q der 
rationalen Zahlen. Dann ist K Klassenkorper zu einer rationalen Kongruenz- 
gruppe H vom Index g, das heiDt es existiert eine kleinste nattirliche Zahl .f 
derart, dal3 K im Kreiskorper Q (fl der f-ten Einheitswurzeln, dem Strahl- 
klassenkorper modulo dem Ftihrerfvon K, liegt, wobei die Galois-Gruppe G 
von K isomorph zur Faktorgruppe der primen Restklassengruppe RfX nach 
der Untergruppe H < RfX ist. Es bezeichne & eine primitivef-te Einheits- 
wurzel. Der durch das Artin-Symbol fi.ir jede prime Restklasse x modulo f 
erklarte Automorphismus von UP 
Q(f) 
( 1 X : 5f - 5f” 
definiert durch seine Einschrankung (K/x) auf K einen Epimorphismus 
K ( 1 -*R K . . fx+G,x++ -- ( 1 X 
(1) 
(2) 
mit dem Kern H. Dabei ist K gerade der FixkSrper der Automorphismen 
(CVf)/a) mit c1 aus H. VermSge des durch das Artin-Symbol gelieferten 
lsomorphismus’ zwischen Galois-Gruppe G und Klassengruppe R//H 
fassen wir die Charaktere x von G such auf als Restklassencharaktere 
modulo .f: 
x(x) = x ((-$-)) fur alle x aus Rfx. (31 
Die so erhaltene Gruppe X von Restklassencharakteren modulo f bestimmt 
umgekehrt K eindeutig, weil H als Durchschnitt aller Charakterkerne ein- 
deutig festgelegt ist, und heiBt deshalb die Charaktergruppe von K. Rest- 
klassencharaktergruppen und abelsche Zahlkiirper entsprechen sich somit 
umkehrbar eindeutig und sogar anordnungstreu. 
Fur einen Charakter x sind dessen Ftihrer f2, Ordnung g, und Kern Hz in 
H jeweils Invarianten der Frobeniusschen Abteilung 2, welcher x innerhalb 
der Charaktergruppe X von G angehiirt. Jede Abteilung 2 erzeugt eine 
zyklische Untergruppe (x) in X, und jedes erzeugende Element bestimmt 
riickwHrts die Abteilung. Der zu der zyklischen Untergruppe (x) gehbrende 
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zyklische Kiirper & ist der Klassenkorper von HZ und hat den Grad 
Das Klassenkijrperzerlegungsgesetz 133t sich tiber die Charaktere von K 
wie folgt beschreiben: Sei p eine rationale Primzahl. Die Charaktergruppe X, 
bzw. X, des Tragheitskorpers &- bzw. Zerlegungskiirpers KZ der Primteiler 
von p in K besteht aus allen Charakteren x aus X mit x(p) # 0 (d.h. p fh) 
bzw. x(p) = 1. Verzweigungsordnung e, , Restklassengrad f, und Anzahl rs 
der Primteiler von p in K sind gegeben durch die Gruppenindizes 
e, = (X : XT), f, = (XT : X,), rp = (X, : 1) (5) 
in der Charaktergruppe X. 
Charaktere mit x(- 1) = 1 heil3en gerade und solche mit x(- 1) = - 1 
ungerade. Genau dann ist K reel& wenn alle Charaktere von K gerade sind, 
das hei& - 1 in H liegt und somit K bei dem Konjugationsautomorphismus 
elementweise fest bleibt. 
2. DERRATIONALEGRUPPENRINGEINESIMAG~N~~REN ABEL~CHEN~AHLK~RPERS 
1. Algebra&he Struktur. Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung 
g und X die zu G isomorphe Charaktergruppe von G. Der rationale Gruppen- 
ring S = Q[G] ist eine kommutative halbeinfache Algebra. Aus den absolut- 
irreduziblen Charakteren x aus X erhalten wir duryh Absolutspurbildung im 
WertekSrper Q(x) die rational-irreduziblen Charaktere 
li: = fTP(X), 
welche wir mit den Frobeniusschen Abteilungen der Charaktergruppe X 
identifizieren. Die halbeinfache Algebra S ist direkte Summe von KGrpern 
Q, , die als Darstellungsmoduln den rational-irreduziblen Charakteren 2 
von G entsprechen. Bezeichnet gZ die gemeinsame Ordnung der x aus 2, so 
hat der Charakter 2 den Grad q(g2), also der Darstellungsmodul Q2 die 
Q-Dimension q(g*). Die zugehSrige Zerlegung der Eins in primitive Idem- 
potente von S lautet 
mit 
e2 = i C ~(~1 ~1, 
OeG 
(3) 
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und die einfachen Komponenten Qli = e2 S von S sind isomorph zu den 
Wertekorpern Q(x) der x aus X. Denn fur u E G ist oe2 = e2 genau dann, 
wenn u dem gemeinsamen Kern U, der x aus 2 angehort, sodal zur Er- 
zeugung von e2 S iiber ef Q ein Vertreter u (R) E G einer erzeugenden Klasse 
of*) U, der zyklischen Faktorgruppe G/U, ausreicht. Demnach gilt mit 
a2 = o(f) ef : 
Cl2 = e,Q(o,). (4) 
Aus Gradgrtinden ist uR primitive gR-te Einheitswurzel, also Qr. isomorph zu 
Q(x)* 
2. Die regukire Darstellung einer Teilalgebra. Sei nun G die Galois- 
Gruppe eines imaginaren abelschen Zahlkiirpers K und uel = (K/-l) der 
Konjugationsautomorphismus von K. Die zueinander orthogonalen Idem- 
potente E- = +(l - U-J und E+ = +(l + C-J von S induzieren die direkte 
Zerlegung 
s=s-0s (5) 
mit Sf = &S, welche die einfachen Komponenten zu Abteilungen ungerader 
Charaktere von solchen gerader Charaktere trennt, denn es ist 
E- Z C =+ (6) 
i-2 
x unger. 
Wir werden im Hinblick auf spltere Anwendungen im folgenden aus- 
schlieBlich die Teilalgebra S- ins Auge fassen. 
Sei D die regulare Darstellung von S-, definiert durch den Homomorphis- 
mus 
D : S- H Endo( a: + (/3 ++ ~8). (7) 
Dann gilt fur jedes y E S--die absolut-irreduziblen Darstellungen von S- 
entsprechen den ungeraden Charakteren- 
det D(Y) = n X(Y), 
x unger. 
denn tiber dem Zerfallungskorper Q (g) ist die Darstellungsmatrix von D(y) 
derart diagonalisierbar, dab in der Hauptdiagonalen die Werte x(y) der 
ungeraden x E X stehen. Die zugehorigen Eigenvektoren sind gerade die 
primitiven Idempotente 
e, = i C X(U) c-1 
L-G 
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von CiP[G] fur ungerade x E X. Wir nennen y ES- regular, wenn det D(y) 
nicht verschwindet. 
3. Ordnungen der Teilalgebra S-. Uber die natiirliche Ordnung von S, 
bestehend aus den ganzrationalen Linearkombinationen von Gruppen- 
elementen 
R = Z[G], (10) 
definieren wir die natiirliche Ordnung von S- als E- * R. Sie hat den Dis- 
kriminantenbetrag 
d(c- . R) = ($)g’2. (11) 
Wir definieren in E- * R das Ideal R- als den Annullator von E+ in R, also 
R- = {cx E R; & . a: = O}. (12) 
Es gilt offenbar 
R- = 2~ . R. (13) 
Bezeichnen wir mit I’ die Hauptordnung der Komponentenkbrper eZ * S, so 
ist 
I, = e, * R = e, * Z [of], 
und deren direkte Summe 
(14) 
u-= c Iz 
2 unger. 
(15) 
ist die einzige Maximalordnung von S-, die wir deshalb die imaginrire 
Hauptordnung von S nennen wollen. Sie hat den Diskriminantenbetrag 
d(P) = fl dP , (16) 
funger. 
wenn jeweils $ den Diskriminantenbetrag des g&en Kreiskijrpers Q%) 
bezeichnet. Den Index der natiirlichen Ordnung E- . R von S- in der imagi- 
nlren Hauptordnung O- erhalten wir aus 
d(c- . R) = (U- : E- . R)2 d(C), (17) 
und der Index des E- . R-Ideals R- in der imaginlren Hauptordnung O- 
ergibt sich mit (13), (16), (17) und wegen rg(c * R) = g/2 zu 
(U- : R-) = 2Qi2 ( n;Erdx)1’2. (18) 
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Wir bezeichnen ihn als den imaginiiren Grenzindex Qg, weil er spgter in der 
Relativklassenzahlformel eine %hnliche Rolle spielt wie der Grenzindex in [5) 
fur die Klassenzahl reeller abelscher ZahlkSrper. 
Fur spater notieren wir noch: 
(E- . R : E- . R . y) = / det O(r)\ (19) 
fur alle regularen y E E- . R und 
(c . R . 01 : E- . U - a) = (c- - R : E- . U) (20) 
fur jedes reguhire IX ES- und alle Teilmoduln U von R mit rg(e- * U) = 
rg(c- . R). 
4. Eine Reduktionsformel fiir Stickelberger-Elemente. Nach Davenport, 
Hasse [l] liegt die f-te Potenz ~,(q)f der GauBschen Summen bereits in 42(f) 
und hat dort die Primzerlegung: 
mit 
Ferner gilt nach [7] fur 0, := @f(l): 
Fur einen nichttrivialen Charakter x modulo f mit dem Ftihrer f, 1 fist 
XC@,> = XC@,> JJ (1 - R(P)), (21) 
Plf 
wobei z den zu x komplex-konjugierten Charakter bezeichnet. 
3. ZUR STRUKTURDER GRU~PEDER GR~SSENCHARAKTERE VOM TYP A, 
1. GrCJencharaktere und deren Unendlichbestandteiie. Wir fassen K auf 
als TeilkSrper des Kreiskorpers G(f), wobei f nicht notwendig der Fiihrer 
von K ist. Ferner sei nt ein ganzer Divisor aus der Divisorengruppe DK von K, 
!I$“’ die Gruppe der zu m relativ primen Divisoren aus DK und K,,, der 
Zahlstrahl modulo m, also 
K,,,=(ol~K;a- 1 modm}. 
Mit G* bezeichnen wir ein Vertretersystem von G/((K/-1)), sodai wir, 
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durchhiuft CT gerade G *, durch Schachtehmg des gewiihnlichen Absolut- 
betrags mit u die slmtlichen archimedischen Betrgge 
von K erhalten. 
DEFINITION. Ein Divisorcharakter q~: Ulkrn) --f 63, d.h. ein Homomorphis- 
mus von i@m’ in die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen, welcher auf 
den Hauptdivisoren (CX) der u E Km die spezielle Gestalt 
mit s, E @ und g, E E annimmt, heije nach Hecke ein GrGDencharakter modulo 
m in K rum Erklarungsmodul m. ‘p he$e modulo tn’ erklarbarftir ein ganzes m’ 
aus KbK , falls ein Grtijencharakter $ module m’ existiert, der eingeschriinkt auf 
II~;~‘~” mit q~ iibereinstimmt. Der kleinste Modul f, nach dem q~ erkliirbar ist, 
he$e der Fiihrer von q~ 
Wir nennen 9 nach Weil einen GriJlencharakter vom Typ A, , wenn gilt 
ftir alle CII 3 l(m) mit ganzrationalen r, , rj E 2l.l 
Die Grogencharaktere modulo m (vom Typ A,) bilden bei punktweiser 
Verkniipfung eine Gruppe, die wir mit em (bzw. B,(A,)) bezeichen wollen. 
Ferner definiert jeder GriiDencharakter q~ E 8, vermoge 
einen Zahlstrahlcharakter modulo nt, d.h. einen Homomorphismus von Km 
nach @X. Das Bild ~$3 eines Griiljencharakters q~ E em bei der Zuordnung 
he&e der Unendlichbestandteil von (p, und das volle Bild & (bzw. a,(A,)), 
die Gruppe der Unendlichbestandteile, bezeichnen wir such mit Urn (bzw. 
Um(AO)). Nach Hasses “konstruktiver Ubersicht iiber die GriiDencharakter- 
1 Zu einer systematischen Darstellung der GrGBencharaktere bietet sich deren Einfiihrung 
als Idelklassencharaktere an (vgl. Hasse [3 I), wobei jedem Idelklassencharakter ein Divisor- 
charakter zugeordnet ist. Wir fiihren’der Kiirze halber GrSencharaktere gleich als Divisor- 
charaktere ein. 
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gruppe 6,,” (Hasse [3]) sind die Unendlichbestandteile @ von GrijBen- 
charakteren in der Gruppe aller Zahlstrahlcharaktere der Form 
mit s, E C, g, E Z durch die Eigenschaft 
T(E) = 1 fur alle Einheiten E __ l(m) (3) 
charakterisiert. 1st ntimlich (3) fur einen derartigen Zahlstrahlcharakter 
9 E Hom(K,, , CX) erftillt, so wird durch die Festset&ng 
#(a) = S-((Y) fur alle a = (01) mit 01 E Km 
auf dem Strahl S,,, , der Gruppe der Hauptdivisoren der 01 aus K,,, , eindeutig 
ein Charakter festgelegt. 1st b, ,..., bk ein Vertretersystem fiir eine Basis der 
Strahlklassengruppe modulo m L!$‘,“‘/S,,, mit den erzeugenden Relationen 
iv+ = (WJ K mit w, E K,,, fir K = l,..., k, 
so erhalten wir eine Fortsetzung von $ auf ganz lli$“’ durch die Vorschrift 
?mJ = ““~%%J fur K = I,..., k 
mit irgendwie normierten q-ten Wurzeln. Dann ist offensichtlich # E (&, 
mit dem Unendlichbestandteil $ = 9. 
Der Kern des Homomorphismus (1 ist gerade die Gruppe der Strahl- 
klassencharaktere 
und somit gilt die Isomorphieaussage 
Da Strahlklassencharaktere insbesondere vom Typ A, sind, folgt 
2. Explizite Beschreibung der Unendlichbestandteile. Die Kennzeichnung 
(3) der Unendhchbestandteile van GrijBencharakteren (vom Typ A,) bein- 
haltet einschrgnkende Bedingungen fiir die Auswahl der s,, E C, gi E Z 
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(bzw. r, , ri E Z). Hasse [3] hat gezeigt, wie man die zulassigen s,, , g, mit 
Hilfe einer Basis q 1 ,..., Q/~-~, 5, des Einheitenstrahls modulo m 
beschreiben kann, wobei 5, eine primitive m-te Einheitswurzel bezeichnet, 
welche den Torsionsanteil von E,,, erzeugt. Fur ein Element Q! E KX und 
u E G* sei b,(a) aus dem halboffenen Interval1 [0, l), definiert durch den 
Amplitudenansatz 
___ = pb,(a) 44 
I 44 . 
Dann lautet Hasses Beschreibung der Unendlichbestandteile: 
Die Funktionen ~$5 E U,,, sind gegeben durch 
(4) 
mit komplexem s, reellen t,, , ganzrationalen g, , wobei die r-Tupel (fJrrsc* 
mit r := g/2 durch die Forderungen 
2 1 to 1% I +Jl + c &W,) f? 72 fur p = I,..., r - 1, 
osG* 6 G’ 
(LGS) 
x* to = 0 
auf eine diskrete Gruppe eingeschrankt sind, sowie femer die g, die Be- 
dingung 
(W n* a7Jgu = 1 
erfiillen. Im Vergleich zur Darstellung (1) gilt: 
s, = 2(s + 27rit,) fur alle u E G* und 
(5) 
o.c,*so ===g*s* 
Mit 2X$ := {I$ E tr,; s=O}und&:={@EU,; t,=g,=OfiiraEG*j 
gilt: 
U, = 92,,, * U$’ (direktes Produkt), 
und Ug) ist freie abelsche Gruppe vom Rang g - 1. 
Wir ziehen nun hieraus einige Folgerungen i.iber die Struktur von U,&t,,). 
Dazu bringen wir die Darstellung (2) eines Unendlichbestandteils vom 
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Typ A, in die allgemeine Gestalt (l), urn dann mit Hasses Beschreibung der 
Unendlichbestandteile die ganzrationalen Exponenten r, , ri aus (2) zu 
charakterisieren. Fur r$ E &,(A,) ist 
fur alle o( = l(m) 
sodaI mit den Bezeichnungen von (1) gilt! s,, = r,, + ri und g, = r, - ri fur 
alle u E G*. Als Element von ZI, hat 4 insbesondere die Gestalt (4), und 
nach (5) gilt 
und 
(6) 
r, + ri = 2(s + 277it.J fur alle CJ E G*. (7) 
Aus (6) folgt, da13 s rational ist, sodaB nach (7) samtliche t, verschwinden. 
Wir haben somit die spezielle Gestalt (4): 
mit 12, g, aus Z und n = g,(2) fur alle u E G*, wobei die g, entsprechend den 
Bedingungen (LGS), (LK) den Forderungen 
(LGS, 4,) C g,b,(qJ E Z fur p = l,..., r - 1 
OE G* 
und 
gentigen. Fur hinreichend groBes m-es gentigt etwa pq / m mit zwei ver- 
schiedenen rationalen Primzahlen p, q-erreichen wir, da13 die Torsion von 
E,,, trivial, das heiBt, daI3 m = 1 wird (und ferner die Galois-Gruppe G auf 
E,, operiert). Die Forderung (LK) wird dann trivial, und wir zeigen, da13 
such (LGS, A,) dann stets erftillt ist: 
LEMMA 1. Die Torsion des Einheitenstrahls Em, sei trivial und G operiere 
auf &, . Dann ist En,, reel1 und es gilt 
UG* 7” = 1 fiir alle 7 E Eric I 
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Fepnerigilt 
und 
2b,(17) = 0 mod Z 
a;* b,($ = 0 mod Z jlir ale 7 E E,,,, . 
Beweis. Sei T,I E E,,,, und E = q/+j. Dann gilt 
44.E EnI, und t 44 = 1 fiir alle u E G, 
das hei& E ist Einheitswurzel aus Em, , also E = 1 und somit q = ;i reell. Dann 
folgt weiter durch Absolutnormbildung im maximal reellen Teilkijrper K, 
von K 
7 7” = N,,,,,,(v) = 1 oder - 1, 
also gleich 1, da - 1 ein nichttriviales Torsionselement von &, ware. Der 
Rest ist Umformulierung des Gezeigten fiir die Exponenten b,(q). 
Mit m, = pq I m, also E,,, < E,,,, , folgt 
C gob,(r)) = n * C b,(v) = 0 mod Z ftir alle r) E E, , 
(T (r 
also die Gtiltigkeit von (LGS, A,) fur alle g, E Z. Wir fassen zusammen: 
SATZ 1. Die Unendlichbestandteile der GriJencharaktere vom Typ A,, zu 
einem hinreichend grojen ErkliirungsmoduI m-es geniigt pq 1 m mit zwei 
verschiedenen rationalen Primzahlen p, q-sind genau die Funktionen $5: K,,, ---t 
@X der Gestalt 
@(a) = M41’2)n II* (+g)“” 
mit n, g,, E H und n = g,(2) ftir alle u E G”, und diese Darstellung der $5 E II,,, 
(A,) ist eindeutig. &(A,,) ist freie abelsche Gruppe vom Rang g/2 + 1. 
KOROLLAR. Sei L :=(K/l). Mit E- := *(G - (K/-l)) E Q[G] gilt 
&(A,) N 2 * Z[G] E- + Z * C 0’. 
USC* 
Beweis des Korollars. Wir schreiben die Operation des Gruppenrings 
Z[G] auf der multiplikativen Gruppe von K als formale Potenzierung. Durch 
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Rticktransformation der Darstellung in Satz 1 auf die Gestalt (2) erhalten 
wir 
Das heiDt 
C+(U) = a6 fiir alle 01 = 1 mod m 
!: 
mit einem 6 E 2 * Z[G] * E- + Z . C,,EGI (I. Umgekehrt induziert jedes solche 
6 einen Unendlichbestandteil y E Il,(A,). 
4. DIE RELATIVKLASSENZAHL ALS GR~SSENCHARAKTERINDEX 
1. Indexformeln im Gruppenring. Wir betrachten die aus den Kummer- 
Jacobischen Relationen resultierenden, von Leopoldt [6] eingefiihrten, 
Griihencharaktere vom Typ A, 
wobei das Gruppenringelement 8 E Z[G] derart gewiihlt ist, da13 sein Rrodukt 
mit 
@fK = f 1 rt(--x) (c)-l E Q[G], 
zmodf 
(z,f)=l 
also 6efK, in Z[G] liegt. Diese Forderung an 6 ist, wie man leicht nachpriift, 
aquivalent zu der Bedingung 
Nach dem Korollar zu Satz 1 existiert fur hinreichend groi3es m ein 
Monomorphismus 
Q, : &(A,) + Z[G] 
mit dem Bild 
@(U,,,(A,)) = 2~ - Z[G] + Z . c cr. 
oeC+ 
Bezeichnen wir mit Tm die von den Unendlichbestandteilen der xs , 
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erzeugte Untergruppe von &(A&, so gilt 
c&T,) = Z[G] - OfK n Z[G]. 
Wir wollen den Index von T, in 2&,&t,,), sofern er endlich ist, i.iber die 
entsprechenden Untergruppen des Gruppenrings bestimmen. 
SATZ 2. Genau dann haben Tm und &(A,) denselben Rang, wenn 
gz = l-I I-I (1 - X(P)) 
xunger. plf 
nmt verschwindet. 
Beweis. Nach Satz 1 ist rg(U+,,(A,)) = g/2 + 1. Ferner berechnet man 
etwa durch Ubergang zu dem Zerfallungskiirper L := CP von G: 
rg(T,,,) = dimo(Q[G] * O,K> 
= I& E xK; x(@fK> f O)i . 
Mit den Bezeichnungen von 2.4 ist x(OrK) = ~(0~) fiir alle x E X, , und mit 
2.4 (21) gilt ftir die nichttrivialen Charaktere: 
X@fK> = X(@f*) n (1 - a(d). 
Nf 
Da flir die geraden nichttrivialen Charaktere x E X, stets ~(0,~) = 0 ist und 
andererseits fur die ungeraden x E XK als Klassenzahlfaktor sicher x(0, ) # 0 
ist, folgt, wenn man noch x,,(@/) = iv(f) fiir den trivialen CharakXter x0 
beriicksichtigt, rg(Tm) = 1 + Anzahl der ungeraden x mit &, (1 - x(p)) 
# 0. Da genau g/2 ungerade Charaktere in X, liegen, folgt die Behauptung. 
Ftir die nun folgenden Betrachtungen setzen wir voraus, da13 gg nicht 
verschwindet. Wir schreiben abktirzend 
R:=Z[G]undI:=R.OPnR. 
SATZ 3. Falls g* nicht verschwindet, gilt fir hinreichend grojes m die 
Indexgleichung: 
&(A,) : T,) = m 21--(@f2)(~-R : E-I). 
g 
Beweis. Da der Index auf der linken Seite der Gleichung bei dem Mono- 
morphismus @ “invariant” ist, geniigt es zu zeigen: 
~E-.R+Z. c o:I = 
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Der Beweis hierfiir vollzieht sich in drei Schritten: 
(a) k . R + 72 . CoEGI (5 < E- . R + R(g/2) eimit dem zur Abteilung i 
des trivialen Charakters gehbrigen Idempotent ei = l/g CaEC U. und 
(ei! R + E- . R : ZE-. R + Z . 1 IJ) = 2"": 
"EC* 
(b) Z = (ei + e-) Z und mit d : = .fi(f, ZaEN a) gilt 
(c) eiZ < ei(g/2) R und es gilt 
Daraus erhalten wir iiber die Indexmultiplikationsdtze bei Schachtelung 
bzw. direkter Summenzerlegung die gewiinschte Indexformel. 
a) Aus der leicht einzusehenden Gleichung 
folgt sofort 
2. c U = gei + (I - Uel) . C CT 
oat* OEG- 
und somit die Enthaltenseinsrelation in a). 
Mit (2) wissen wir ferner, wie sich die Z-Basis (2ae-; o E G*} u {CoeC* 01 
von 2cR + R . CoeC II o in der E-Basis (oe-; u E G*) w  (g/2 q} von E-R f- 
R(g/2) ei darstellt. Aus der Darstellungsmatrix der Form 
20.-..0 
020...o 
. 0 * 
. . . 
-0 2 0 
0 * * . 0 2 0 
1 . . . . . 1 
lesen wir sofort ab, dal3 der Index gleich 21G.I = 2g/2 ist. 
b) Ftir die Idempotente e, = l/g CaeG 2(0-l) u E Q[G] zu Abteilungen 
nichttrivialer gerader Charaktere x E 1, folgt wegen ~(0~9 = 0 und der 
641/11/r-10 
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Isomorphie zwischen dem Charakterwertekiirper Q(x) und der einfachen 
Komponente e, * Q[G] von Q[G] 
e,.O,K=Ofiirgeradex# 1. 
Die Zerlegung der Eins des rationalen Gruppenrings in die Idempotente e, 
I= 1 e, 
Abteil.2 
liefert dann 
@fK = C e, . BfK, 
unger. 2 undi 
und die Gleichung 
E- = c ef 
unger. 2 
zeigt schliefilich, da8 
OfK = (cc + ei) OjK, 
also 
I = (c- + ei) I 
gilt. 
Es bezeichne nun Vein Halbsystem modulo H, d.h. ein Vertretersystem in 
RfX derjenigen X E RfIH, die vermijge dem Artin-Symbol den u aus G* ent- 
sprechen. Ferner sei 1 E I’, also insbesondere L = (K/l) E G*. Wir setzen 
vo = V\U), 
6, = (2) - rf(x) * L fiir alle x E RfX 
und 
f..r d = l(2), 
d = O(2). 
Wir zeigen zunlchst, da13 93 : ={~-8,0~K; x E V,,) u {c-dafK, d,,(q( f)/2) ei> 
eine Z-Basis von eiI + E-I bildet. Ietztere Summe ist direkt, da et und E- 
orthogonale Idempotente sind. 
I wird erzeugt gemal 
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Es gentigt, wenn x hierzu ein Vertretersystem modulo H durchlluft, denn 
nach Definition von d ist 
eine primitive d-te Einheitswurzel aus K, also invariant bei (CP/a) fur alle u 
aus H und somit 
a- ImoddftiralleaEH. 
Hieraus folgt nun 
und 
6, - S,, = (r,(ax) - rf(x)) * L E Z . d * L 
I = (S,OfK, dOfK; x mod H). 
Multiplizieren wir die Erzeugenden mit ei , so folgt: 
e- S,OfK = (1 - If(x)) @+ ei , 1 
e- dOfK = d. F,(f) 1 __ ei . 2 
(3) 
Sei t = ggT(1 - rf(x), d; x E RfX). Dann gilt fur eine primitive t-te Einheits- 
wurzel & 
ltrn = it fiir alle x E RfX. 
Dann ist l6 notwendig rational, also 1 oder -1 und, da andererseits t = d(2) 
ist, folgt t = d,, und 
v(f) eiZ = Z . d,, . - e- 
2 1' 
Beriicksichtigen wir die Relation 
F-S-, = -A& - e-f, (5) 
so bilden die ~-8,@~~ fiir x E V,, zusammen mit E-d@/ ein Erzeugenden- 
system fur E-Z, bestehend aus g/2 Elementen, das wegen 
rg(E-Z) = 1(x E X, ; x ungerade, x(OIK) # O}I = 5 
---es war ja & # 0 vorausgesetzt-eine Z-Basis von E-Z ist. Damit und mit 
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(4) ist such @ als Z-Basis von eiI + E-I nachgewiesen. Das allgemeine 
Element 
a= C a,c S,@,K + age- . d@fK + apdo - v(f) q 
LTE v, 2 
aus 61-t E-Zmit a,,a,, f a E Z liegt genau dann in I = (ef + E-) 1, wenn 
ganzrationale b, E Z existieren mit 
a = (e; + c-) ( C 
zmodH 
b, 6,0fK + b, dBfK) 
(mit 0.B.d.A. x E V oder -x E V). Das heil3t nach dem Vorangegangenen, 
insbesondere nach (3) und (5): 
v,(f) 
01 = - (zm;d H bdl - rf(x)) + hod) e; 2 
+ C [(bE - b-,) E- 6,0fK - b-,fcOfK] 
ox v, 
- b-,f d,K + b,r- dOfK. 
Nach Koeffizientenvergleich beztiglich der Basis 99 besagt dies: 
I. afdo = C b,(l - rf(x)) + b,d, 
smodH 
II. a, = b, - b-, fur alle x E V, , 
III. a, = b, - $1 b-, . 
XCV 
Wir zeigen nun, da13 die 01 E I in eiZ + E-I durch die Kongruenz 
(K) af=faO+ c 1 - Tf(X) 
0 9z v, 
d 
0 
a, mod f 
0 
charakterisiert sind. Aus I., II. und III. folgt jedenfalls (K> fur die (II E Igemal3 
atdo = 1 (b,(l - TAX)) + b-,(1 - f + rf(x))) + a0 * d + f * 1 b-, 
XEV SSV 
= 1 (b, - b-,)(1 - rf(x)) + 2 * 2 b-, + a0 * d, 
OE v, XEV 
also (K). Erftillen umgekehrt die Koeffizienten von 01 die Kongruenz (K), so 
sei etwa 
af * do = a, * d + C (1 - rf(x)) . a, + 2t mit t E Z, 
OE v, 
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und sei b, := up + b-, gesetzt fi.ir x E V0 mit noch frei wahlbaren b-, fur 
x E V, und b-, ebenfalls noch frei. Ferner sei 
h,:=a,+$~ b-,. 
ZE v 
Dann gilt, da die Bedingungen II. und III. bereits erftillt sind: 
af . d, = a, . d + c (1 - r,(x))(bz - b-J + 2t 
2‘s v. 
= b,.d-f. 1 b-, 
XEV 
+ C hi1 - r&N - b-,(1 - f + rA-x))l + 2t 
26 v. 
= b, . d - f f 1 b-, + C lb& - rf(x)) + b-,(1 - rf(-x))] 
XEV ZE v, 
+(f-2). c b-,+2t 
3CE v. 
= b. . d + C b,(l - rf(x)) - 2 . c b-z + 2~ 
zmod H XEV 
Wahlen wir nun die b-, fur x E V derart, da13 CzeY b-, = t ist, so folgt 
such III.. 
Der Lijsungsraum der Kongruenz (K) ist vom Index 2/d, in .Zg/2+1, und 
somit hat I den Index 2/d, in eiI + 5-Z. 
c) Nach (4) ist die Enthaltenseinsrelation klar, und es folgt sofort 
e; $ R : e;I 72 do d2fi e;) 
= do df) __. 
2 
2. Eine Relativklassenzahlformel via Gruppenring. Im letzten Abschnitt 
wurde der GrGDencharakterindex (&,(A,) : T,,,) auf den Index des Ideals 
f-1 in der Ordnung E-R der halbeinfachen Algebra E- . Q[G] zuriickgeftihrt. 
Dieser letztere Index sol1 nun in eine Relativklassenzahlformel verwandelt 
werden, was neben der Kapitulatoreigenschaft der Elemente von f einen 
weiteren Hinweis auf gruppentheoretische Zusammenhange zwischen 
GroDencharaktergruppe vom Typ A, und Relativklassengruppe gibt. 
SATZ 4. Es bezeichne Q den Einheitenindex, w die Anzahl der Einheits- 
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wurzeln und h * die Relativklassenzahl von K. Ferner sei H die zu K gehiirende 
Kongruenzuntergruppe und 
(E-R : E-Z) = 2g/= * - d.g;tr .h* 
Q*w 
. 
Dies steht im wesentlichen ftir den Fall eines Kreiskiirpers K = Q(P”) mit 
ungeradem Primzahlpotenzftihrer bei Iwasawa [4]. 
Beweis. Setzen wir den von den Elementen 6, = (K/x) - rf(x) * L ftir x 
mod H und von d. I in R erzeugten Z-Modul gleich 
42 = (6, , dq x mod H), 
so gilt I = CT2 -0 “rK, und wegen rg(E-R) = g/2 gilt mit 0, = f * OfK 
also 
(E-R : E-Z) = f -@(c-R : E-%&J, 
(E-R : c-Z) = f -@(c-R : E-R&,)(cR& : &‘@,). (6) 
Gem513 der Tatsache, daD wir die siimtlichen absolut-irreduziblen Darstel- 
lungen y der halbeinfachen Algebra S- - E-Q[G] aus den ungeraden Charak- 
teren x in der Form 
yr : s- --f Q(Q), a w  x(a) 
erhalten (vgl. 2.2), gilt nach 2(8) ftir die Determinante der regularen 
Darstellung von S-: 
det D(E-OJ = n x(&J. 
unger. x 
Nach 2.4 folgt hieraus 
det WE-~%) = n f * XV%,> * fl(l - n(p)) 
unger. x Plf 
und mit der analytischen Relativklassenzahlformel (Hasse [2]) 
h* = Q - w  * un$ x 4x<@,,> 
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schiel3lich 
h* 
det O(C-0,) = (2f)“i2 g$ G . (7) 
Nach Voraussetzung verschwindet diese Determinante nicht, und E-O@ ist 
somit ein regultires Element der Algebra S-, sodab nach 2(19), (20) gilt: 
(E-R : CRC@& = 1 det O(C-@,)] (8) 
und 
(ECRE-@,, : E-@EC@,,) = (E-R : 6%). (9) 
Zeigen wir noch 
(E-R : EC%) = d, (10) 
so folgt mit (6) bis (9) die Behauptung des Satzes. Mit den Bezeichnungen 
aus dem Beweis zu Satz 3 ist (E-(K/x); x E P’> eine Z-Basis von E-R. Ein 
Element 
,!3 = C bee-- (+) E E-R 
XEV 
liegt, wie man leicht nachprtift, genau dann in E-S%, wenn gilt 
zv b, . rf(x) = 0 mod d. 
Der durch diese primitive lineare Kongruenz charakterisierte Teilmodul 
~6% ist demnach vom Index 
(E-R : EC&) = d. 
ANMERKUNG. Setzen wir R- := (a E R; (1 + a-,) a: = 0) und I- : = 
Z n R-, so ergibt sich kings Iwasawas Beweis [4] als die eigentliche Verall- 
gemeinerung der dort gezeigten Zndexformel: 
(R- : I-) = h* $$$ 1; f..r d = O(2), 
d -:K l(2). 
Falls (R- : Z-) = h* ist, folgt wie in [4]: Genau dann ist die Faktorgruppe 
R-/I- isomorph zur Relativklassengruppe, wenn letztere als R-Operatorgruppe 
zyklisch ist. 
3. Der Grbyencharakterindex erster Art. Aus Satz 3 und Satz 4 erhalten 
wir fur die Unendlichbestandteile die Indexformel 
(&,(A,) : T,) = 9 & g: . h* . 1 
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fiir hinreichend groBes m. Bezeichnen wir die Gruppe der GroDencharaktere 
modulo nt, die aus den GrGDencharakteren x6 der Kummer-Jacobischen 
Relationen besteht, mit 
dann folgt aus den gruppentheoretischen Isomorphiesatzen: 
Wir fassen die Ergebnisse zusammen. 
SATZ 5. Sei m E D, ein ganzer Divisor, der Erkliirungsmodul fdr alle x6 
und Vie&aches zweier rationaler Primzahlen p, q ist. Ferner sei gi # 0. Dann 
gilt mit den Bezeichnungen volt Satz 4: 
(@,,(A,,) : X,,, . 52,) = +) & g; - h*. 
4. Das Verhalten von g$. Da Satz 5 nur mit dem Nichtverschwinden von 
g;ii lebt, wird eine Beschreibung der K&per 1y < UP mit g;C # 0 gebraucht. 
SATZ 6. Sei K0 der maximale reele Teilkiirper von K. Die Gr$e 
d = rI I-I (1 - X(P)) 
unger. x elf 
nimmt auf dem Teilkiirper K < Cl(*) genau dann einen Wert ungleich Null an, 
wenn eine der folgenden iiquivalen ten Bedingungen erftillt ist : 
a) fiir alle Primteiler p von f ist der Zerlegungskiirper K,(p) reell; 
b) fiir jeden Primteilerp von f ist die Anzahl rs der Primdivisoren ‘$3 von 
K mit ‘$ 1 p gleich der Anzahl r,,, der Primdivisoren !&, von K, mit ‘pO / p. 
Beweis. Das Nichtverschwinden von g$ ist Hquivalent dazu, daB fiir alle 
p j f und alle ungeraden Charaktere x stets x(p) # 1 ist, da13 also nach 1. die 
Charaktergruppe 
X,(P) = lx E XK ; X(P) = 1> 
des Zerlegungskijrpers zu p keine ungeraden Charaktere enthalt. Letzteres 
besagt gerade, da0 die Zerlegungsgruppe 
Gz(P) = I(+) E G; x(x) = 1 fur x E X,(p)/ 
sicher den Konjugationsautomorphismus (K/ - 1) enthalt, also der Zer- 
legungskiirper K,(p) reel1 ist fur alle p / jI 
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1st der Zerlegungskiirper reel], so ist er TeilkSrper von 17, und, da p 
bereits in K,(p) voll zerlegt ist, folgt re = r,, . Sei umgekehrt I, = rOP , also 
!&=‘?B3”mite=10der2.D ann bleibt ‘$3 bei Konjugation mit (K/-l) fest, 
(K/-l) liegt in G,(p) und K,(p) ist reell. 
5. DAS ANALOGON DER LEOPOLDTSCHEN jj-RELATIVKREISEINHEITEN 
~ii~ GR~SSENCHARAKTERE 
1. Die Differente der Charakterwertekiirper. Mit den Bezeichnungen von 
2.1 definieren wir im rationalen Gruppenring Q[G] von K fur jede Abteilung 
2 von Charakteren das Element 
D2 = n (e2 - a!~“), (1) 
“lQ,q 
prim 
wobei of = u(f) . eR eine den K&per Q[G] . ea erzeugende primitive g,-te 
Einheitswurzel und o(X) * U, eine erzeugende Klasse der Faktorgruppe G/U, 
von G nach dem gemeinsamen Kern U, der Charaktere aus 2 bezeichnet. 
Der Quotient D,/g, ist eine Hauptdivisordarstellung der reziproken 
Differente des Kreiskorpers IIJ[G] * eR , und es kann D, in der Form 
Df = f& . g (1 - ,(f)QX’Z) 
pi& 
(2) 
geschrieben werden (Leopoldt [5]). Definieren wir weiter in Q[G] formal 
fur alle Abteilungen 2 ungerader Charaktere, wobei wir uns die Auto- 
morphismen des Fixkorpers K? von U, bei 63% in beliebiger Weise auf K 
fortgesetzt denken. Die Multiplikation mit U, als Faktor von D, macht diese 
Mehrdeutigkeit wieder zunichte. 
Bezeichnen wir mit X2 die Absolutnorm des Wertekiirpers Q(x) und mit 
df seinen Diskriminantenbetrag, so gilt nach obigem: 
Jvl,(,(@&,)) = I$? 
2 . 4(x(@,>). 
Wir vermerken noch den Wert der Diskriminante von O(x) als 
woraus wir die Ganzheit des Quotienten in der Normenbeziehung (4) ablesen. 
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2. Ein Gruppenringindex fiir zyklische Kiirper. Sei 2 eine Abteilung 
ungerader Charaktere vom Fi.ihrer f*, KZ der zugehiirige K&per mit der 
zyklischen Galois-Gruppe GZ und RZ = Z[G,] der Gruppenring dazu. Ferner 
sei u ein erzeugendes Element der Galois-Gruppe mit der Ordnung gf und 
Tf = n (1 - IJ~“) 
zlq 
prim 
gesetzt. Wir betrachten in Rf das Ideal 
Wie bereits friiher in 4.1 festgestellt wurde, liegt fur 6 E R, genau dann 
6T, + @$? in R, , wenn gilt: 
Urn fiir ein gegebenes 6 hieriiber zu entscheiden, machen wir die Fallunter- 
scheidung: Kk Kreiskorper oder nicht. Wir diskutieren zunachst den Fall, 
daB K* kein Kreiskorper, also notwendig von Q(4) verschieden ist. 
K? # Q(Q): In diesem Fall ist die Bedingung (5) trivial, also ftir alle 
6 E R, erflillt und somit If das von Tf . @2 erzeugte Hauptideal. Dies liegt 
daran, da13 einerseits Tf jedes Element y aus einem echten Teilkorper A von 
Kf zu Eins macht und andererseits in (5) die Norm der Einheitswurzel in 
einem echten Teilkorper von KP liegen mul3, weil sonst Kf = Q(Q) ist. Wir 
vermerken 
Kk = QQ): Aus der Struktur der primen Restklassengruppe R,X folgt, 
dal3 f2 notwendig ungerade Primzahlpotenz fz = pv oder f2 = 4 ist. Wir 
untersuchen zunlichst, wie Tf auf einer primitiven p’-ten Einheitswurzel 
operiert. Dazu sei etwa IJ durch das Artin-Symbol 
+?!.J?) mit x = ~(1 + p), p Primitivwurzel mod p 
bzw. x = -1 fur p’ = 4 gegeben. Dann gilt: I@ = 5:” mit ganzrationalem 
Exponenten 
u = z,g ) (1 - x+‘(*“)Iz) modp” 
prini 
und genauer 
u = 2mod4fiirpv = 4. 
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Ftirllp - 1 (p# 2)ist 
1 - #-l(P--l)/z z 1 - p’P-l’/Z f 0 modp, 
da ,J Primitivwurzel mod p ist. Ferner gilt fiir v 3 2 und I = p 
1 _ x~v-s(~-l) 2 1 - (1 + p)P”-*(P--l) modpv 
mit 
ord,(l - (1 + p)Py-S(~-l)) = v - I, 
sodal in jedem Falle L$ eine primitive p-te Einheitswurzel ist (such fur 
pv = 4). Die Bedingung (5) lautet dann 
5,” = 1. (7) 
Definieren wir fur die zyklischen KreiskSrper & = Q!(P”) und die imaginaren 
zyklischen Nichtkreiskijrper Kf < Qf2”) mit einem 2-Potenzftihrer 2” das 
Ideal 9% = (6 E R,; 5,” = I} (mit p = 2 im 2. Fall), so gilt fur K? = Q(G) 
nach (5) und (7): 
Im Falle der Nichtkreiskorper Kf < Q @) tritt (6) in Kraft, und es gilt “nur” 
1, 2 V? * TX . B&i. Fur alle anderen zyklischen K&per Kf setzen wir Yz := 
R, . 
Wir fragen nach dem Index von eaZ, in e,R,; das ist eine Idealnorm im 
Kreiskiirper CQ). Zu deren weiteren Bestimmung beniitigen wir die Prim- 
zerlegung von enVCf .
LEMMA 1. Sei x ein ungerader Charakter mit Primzahlpotenzftihrer f? = pv 
der Ordnung v(pV) ftir p # 2 und ftir p = 2 entweder von der Ordnung 2y--2 fiir 
v > 2 oder der Ordnung 2 ftir v = 2. Dann ist en9’YY ein Primideal in e,R, , das 
p teilt. Insbesondere folgt dann 
(e& : e2V2) = p. 
Beweis. Wie schon beim Beweis von Satz 4 benutzt wurde, 1aiDt sich 
Y? als i?-Modul durch die Elemente 
6, = (2) - r,,(x)& mit x mod p”, (x, p) = 1 
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und p . L erzeugen. Demnach haben wir in Z(x) das Ideal 
c = (p, x(x) - x; x mod p”, (x, p) = 1) 
zu betrachten. 
p # 2: In Q(x) = Q((P-l)p”-’ ) haben die Primdivisoren VP, von p den 
Grad 1, sodal sowohl jede Primitivwurzel p mod p als such jede primitive 
(p - 1)-te Einheitswurzel le-reinen erzeugenden Vertreter der multiplikativen 
Gruppe des Restklassenkiirpers bildet. Stellen wir wieder die primen Reste x 
module p” in der Form 
x = ~“(1 + P)~ modp” 
dar, so gilt mit x(p) = 5,-r und x(1 + p) = &I: 
x(x) - x = t;“,-1 . is,“-1 - x 
= i& . & - pa mod p. 
Bezeichnet fur v > 2 ‘p den Hauptdivisor von 1 - &-1, so folgt 
x(x) - x = (z-l - pa mod $3 fiir alle x, 
und es liegt insbesondere x(1 + p) - 1 = lpy--l - 1 im Ideal c, das heiDt c 
teilt ‘!& Ferner existiert nach dem anfangs Gesagten genau ein Primdivisor 
!& von p in Q(x) mit 
x(p)-p-Ornod’@,. 
Fur diesen gilt dann such x(x) - x = 0 mod VP, fiir alle primen x modulo 
pv, sodal fiir v 3 2, da !l3, iiber ‘$ unverzweigt ist, und fiir v = 1, da dann ‘$3, 
unverzweigt ist, folgt 
(P, x(x) - x; x mod pv, (x, PI = 1) = Px , 
und wegen Grad ‘!& = 1: 
(e,R, : e$$) = .N!& = p. 
p = 2: Fur v = 2,3 ist Z(x) = Z und die Ordnung gZ = 2, sodal gilt: 
x(x)-xx +I - 1 -Omod2fiirallex= l(2), 
und somit e$‘? = 2Ze, und (e,R, : e,9$) = 2. Sei nun v > 4. Die Charakter- 
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gruppe X,, der primen Reste modulo 2” ist das direkte Produkt zweier 
zyklischer Gruppen und vom Typ (2, 2’-2): 
X2” = (x,) * (4L2”) 
mit Hasses Bezeichnungen [2]-der Index gibt den Fiihrer an-, wobei $Q 
gerade ist. Unser ungerader Charakter x mit ff = 2” und g, = 2y-2 gehiirt 
dann notwendig zur Abteiiung von x4 . &. 0.B.d.A. sei x = x4 . t,?~~~ mit dem 
Werteverlauf 
XN--1)” 5? = (-1)” c”,,-s n-d &,y(5) =: & . 
Da fur die x = (- 1)” . 56 gilt 
x(x) - x = (- 1)’ (L$ - 1) mod 2, 
folgt fur den einzigen Primdivisor ‘p, = (1 - [2y-2) von 2 in Q(x) 
und 
ordnJx(5) - 5) = 1 
x(x) -x = 0 mod VP, fur alle x = l(2). 
Somit folgt fur den gr6Bten gemeinsamen Teiler: 
(2, x(x) -x; x mod 2”, (x, 2) = 1) = V, 
und weiter 
3. Der formale GrGJencharakterkern. Urn im nachsten Abschnitt die 
Relativklassenzahl von K im wesentlichen als einen GrSDencharakterindex 
darstellen zu kbnnen, benijtigen wir zu jeder Abteilung g ungerader Charak- 
tere von K eine passende Gruppe von GriiBencharakteren in K, sodaD deren 
tiber alle diese Abteilungen erstrecktes Produkt den “richtigen” Index in der 
Gruppe aller GrGDencharaktere vom Typ A, hat. Wir setzen Vfw :== VZ falls 
& keine 2-Potenz ist oderf, die Wurzelzahl w  teilt; sonst sei VXw := Rf , und 
wir definieren nun zu jeder solchen Abteilung 2 und 6 E Vfw den GrMen- 
charakter 
und 
8, := {Yf& s E “y_,“}. 
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Die GriiBencharaktereigenschaft der Yz., liefern (6) und (8) nach 4.1. Ferner 
definieren wir fiir die Abteilung 1 des Einscharakters den GraBencharakter 
Yi: IIDkm’ --t KX, a ~ ~a 
und die davon erzeugte Gruppe 
0i := (Yin; ?Z E Z}. 
Die Unendlichbestandteile haben die Gestalt 
Urn die Bilder dieser Unendlichbestandteile bei dem kanonischen Mono- 
morphismus in den Gruppenring R darstellen zu kijnnen, formen wir diese 
im Hinblick auf (2), (3) urn gema8 
wobei wir uns die 6 E Vfw beliebig zu ag auf K fortgesetzt denken. Das 
Produkt 6%& hiingt tatsiichlich nur von S ab, da 
Schreiben wir ftir das R-Ideal aller fortgesetzten 6 E Vfw 
so ist fur einen hinreichend groI3en ErklZrungsmodul m und mit 
U,[S,] := 652 
U,,,[0,] N VzG i O& < e,R n R. (9) 
Wir nennen das modulo Strahlklassencharakteren direkte Kompositum aller 
0Z und der Strahlklassencharaktergruppe 1, im Hinblick auf die Analogie 
zu Leopoldts entsprechender Konstruktion ftir Kreiseinheiten [5], also 
.qmK= Arm- n 0*, 
unger.2 
oder i 
den formalen Grbiencharakterkern. 
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4. Der GrCJencharakterindex zweiter Art. Die Unendlichbestandteil- 
Gruppe P des formalen GrijDencharakterkems XmK hat, denken wir sie uns 
in die Maximalordnung 0* von S eingebettet, nach (9) die Gestalt 
F = @ ef”v-,” .t. 06) 
unger.2 
oderl 
wobei @ri, : = ei und ViG : = Z gesetzt is t. Der Index des ungeraden Ante& 
I,,x : = c-IK in der imaginiiren Hauptordnung 8- berechnet sich gemal 
wobei die Faktoren des Produkts auf der rechten Seite in den Kreiskijrpern 
Q(x) gebildete Normen ganzer Ideale sind, deren Berechnung wir im vor- 
letzten Abschnitt schon vorbereitet haben. Es gilt also mit &@& E e,R und 
daf,@& nach (4) in e,R ein von Null verschiedenes Ideal erzeugt: 
Hierbei wird wesentlich benutzt, da13 x(@i”,,) # 0 ist. Beachten wir femer, da13 
bei dem Isomorphismus zwischen e,R und e,R,-wir unterscheiden die 
eigentlich verschiedenen Idempotente e, von R und Rf nicht in der Schreib- 
weise, da aus dem Kontext ersichtlich ist, welches gemeint ist-stets eZVZG 
auf efVfw geht, gilt weiter mit (4): 
Bringen wir jetzt die analytische Relativklassenzahlformel 
ins Spiel, so folgt mit der Diskriminantenbetragsformel 2.( 16) der imaginaren 
Hauptordnung, 
d(u-1 = T]I 4 , 
unger.2 
158 CLAUS-G. SCHMIDT 
schliel3lich 
Nach dem zweiten Abschnitt, insbesondere nach Lemma 1, gilt fib die 
Indexfaktoren auf der rechten Seite: 
2 h = 2” 1 w, g, = 2”-2 oder 2 fiir v = 2, 
(exRf : ezV,“) = p fib h = P” I w, P # 2, gf = v(P”), 
1 sonst. 
Zu festem p, such fiir p = 2 ist die Anzahl der Abteilungen 2, fur welche 
dieser Index nicht trivial wird, gerade der p-Anteil ord,(w/2) der halben 
Wurzelzahl. Dividieren wir (10) durch den imaginaren Grenzindex Q$ = 
(O- : R-), so erhalten wir mit der Relation 
Q:’ = (zg),” & 
aus 2.(18): 
LEMMA 2. 
1 h* . Q,$ 2 . Q = (R- : ~-1~). 
Wie in 4.1 ist fur hinreichend grol3es nt 
&(A,) : U[HmK]) = (2~R + Z * 1 u : JK). 
OE G* 
Nach Schritt a) im Beweis von Satz 3 gilt 
(c-R + e; g R : 2~R + h . 1 CT) = 2gP 
OEG* 
und somit 
(&,(A,) : l&,,[&,K]) = 2-g/2(~-R : e-IK) (ei 5 R : e;gR) , 
also mit Lemma 2 und 2.(13) 
(&,(A,) : U,,,[XmK]) = $j h*. 
Damit haben wir wie in 4.3 such den GroBencharakterindex berechnet. 
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KATZ 7. Fiir einen hinreichend grojen Erkliirungsmodul 111 ist die mit dem 
imagintiren Grenzindex und dem reziproken Einheitenindex multiplizierte 
Relativklassenzahl gleich dem Index des formalen Gr6Jencharakterkerns in der 
Gruppe aller Gr@encharaktere vom Typ A, , also 
(@&,,(A,) : &,K) = % h*. 
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